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Resumen
En la omputaion paralela, la arquitetura optima depende del algoritmo di-
se~nado para resolver un problema onreto. Una arquitetura de arbol puede ser
ideal para resolver el problema X, mientras para el problema Y la malla pue-
de ser la mejor. Por tanto, para resolver estos dos problemas, se requeriran dos
omputadoras paralelas on dos distintas arquiteturas. En este artulo se pre-
senta un algoritmo, basado en la estrategia llamada de inmersion estrita, para
sumergir arboles en hiperubos, lo que permite \traduir" los algoritmos dise~nados
para trabajar sobre la primera arquitetura, para que se puedan ejeutar sobre la
segunda.
Palabras lave: Programaion paralela, hiperubos, estrategia de inmersion
en grafos.
1. Introduion
En las ultimas deadas, hemos asistido al reimiento ontinuo de las apaidades y
rendimiento de los sistemas de omputo debido a dos tipos de ambios: tenologios y
arquiteturales. Dentro de los ambios arquiteturales, el mas destaado es, sin lugar a
dudas, la apariion de las omputadoras paralelas.
La programaion paralela involura muhos aspetos que no se presentan en la pro-
gramaion onvenional (seuenial). El dise~no de un programa paralelo tiene que onsi-
derar, entre otras osas, el tipo de arquitetura sobre el ual se va a ejeutar el programa,
las neesidades de tiempo y espaio de la apliaion, el modelo de programaion paralela
adeuado para implantar la apliaion y la forma de oordinar y omuniar diferentes
proesadores para que trabajen juntos en la resoluion de un problema. En uanto a las
diferentes arquiteturas, las mas freuentes son la malla bidimensional (grid), el arbol y
el hiperubo o ubo n   dimensional. Todas ellas son asos partiulares de grafos, u-
yos verties representan los proesadores y uyos ejes representan las onexiones fsias
entre ellos, por lo que la teora general de grafos es muy util en su estudio.
Si se tiene un algoritmo paralelo dise~nado para una ierta arquitetura, por ejemplo
de malla, y se dispone de una maquina on otra arquitetura, digamos de hiperubo,
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para ejeutarlo, se debe seleionar una subred (o subgrafo) del hiperubo que onstituya
una malla y ejeutar el algoritmo solo en los proesadores que omponen la subred, sin
neesidad de modiarlo. Este proeso se onoe omo inmersion de la malla en el
hiperubo.
Los hiperubos, o ubos n   dimensionales, son utilizados en muhos algoritmos
paralelos por sus ventajas a la hora de enviar mensajes entre proesadores en el menor
tiempo posible, por ello en la presente propuesta se ha tomado omo la arquitetura
destino para la inmersion de arboles binarios ompletos (CBT ), que son estruturas
bidimensionales y, por tanto, mas simples y mas omprensibles.
Las maquinas paralelas onstan de varios proesadores interonetados entre s me-
diante una red ja a traves de la ual interambian la informaion neesaria para la
ejeuion de los programas. Un omputador paralelo puede denirse entones omo un
\onjunto de proesadores de apaidades omparables, ooperando en la ejeuion de
una tarea, bajo el ontrol de un unio sistema operativo, en el que se ejeuta mas de un
omputo al mismo tiempo en varios proesadores" [1℄.
Partiendo del heho que un omputador paralelo se puede reduir a un onjunto
de elementos que ooperan para lograr un n omun, es evidente que ha de existir un
medio, la red de interonexion, que failite el interambio de informaion. Una red de
interonexion estatia es aquella uya topologa (anillo, malla, arbol, hiperubo, et...)
queda denida y estableida durante la onstruion de la maquina paralela [3℄.
2. Deniiones
Topologa arbol
Los arboles son grafos no direionados, alios y onetados. Si se elige un nodo
para distinguirlo y llamarlo raz, se die que el arbol esta enraizado. Los arboles en-
raizados onstituyen una lase muy importante de grafos para la omuniaion, por su
estrutura jerarquia, en la que se tiene omo prinipal al vertie raz, mientras todos
los demas son sus \desendientes". A los verties que estan a distania 1 de la raz se
los onoe omo sus hijos y se die que la raz es su padre. Esta relaion se extiende
a todos los verties del arbol. Solo la raz no tiene padre y los verties que no tienen
hijos se llaman verties o nodos hoja. Se onoen omo nodos interiores a los que tienen
padre y al menos un hijo. El nivel de un nodo es el numero de nodos del amino que
lleva desde este hasta la raz (sin inluirse a s mismo). La altura de un arbol es el
maximo de los niveles presentes en el o -si se preere- la maxima de todas las distanias
entre la raz y los nodos hoja.
En un arbol binario ompleto (CBT por sus siglas en ingles), los nodos interiores
tienen exatamente dos hijos (hijo izquierdo e hijo dereho) y todos los nodos hoja
estan al mismo nivel. Un BCT de altura k se onoe omo BCT
k
y puede denirse
reursivamente de la siguiente manera:
Deniion 1. Un BCT
k
onsta de Raz, subarbol izquierdo y subarbol dereho. La
Raz es un vertie y los subarboles izquierdo y dereho son arboles binarios ompletos
de altura k   1. Si k = 0, el BCT
0
onsta de un solo vertie que sera la raz.
Segun esta deniion, es fail onstruir el BCT
k
a partir de un vertie v y de dos
BCT
k 1
, haiendo que la raz del primer BCT
k 1
sea el hijo izquierdo de v y la raz
del segundo BCT
k 1
sea el hijo dereho de v.
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Las propiedades que presentan los arboles binarios ompletos de altura k (CBT
k
) son:
Numero de nodos: 2
k+1
  1
Profundidad: k
Diametro: 2k
Anho de biseion: 1
Numero maximo de ejes por nodo: 3
En el presente ampo, se utiliza la siguiente forma de nombrar los nodos de una
arbol binario ompleto:
10 11
3432 333130
2120 22
00
23
35 36 37
Figura 1:

Arbol binario de nivel 3, CBT
3
Para la presente propuesta se requiere reorrer el CBT , visitando sistematiamente
todos los nodos del arbol. De las varias formas de reorrido de arboles, que dieren
solamente en el orden en que se visitan los nodos, se ha elegido el reorrido pre-orden,
que se dene mediante una simple regla reursiva.: \visitar la raz, despues el subarbol
izquierdo y a ontinuaion el subarbol dereho".
Topologa hiperubo (ubo n{dimensional)
Deniion 2. El hiperubo se dene reursivamente en terminos del produto arte-
siano de grafos omo sigue:
Q
n
=

K
2
si n=1
Q
n 1
K
2
si n > 0
donde K
n
es el grafo ompleto de orden n.
Tambien en este aso, a partir de dos hiperubos de dimension k 1, Q
k 1
, se puede
onstruir un hiperubo de dimension k, Q
k
, enlazando on un eje ada vertie del primer
hiperubo on un vertie del segundo hiperubo.
Segun la deniion de grafos isomorfos
Dos grafos G
1
y G
2
son grafos isomorfos, si existe una funion biyetiva
f : V (G
1
)! V (G
2
), tal que, si (v
i
; v
j
) 2 E(G
1
), (f(v
i
); f(v
j
)) 2 E(G
2
).
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un ubo n  dimensional Q
n
podra denirse tambien de la siguiente manera:
Deniion 3. Un hiperubo es isomorfo a un grafo G on 2
n
verties, ada uno de
los uales esta etiquetado on una adena de n-dgitos binarios, de manera tal que dos
nodos son adyaentes si y solamente si sus adenas orrespondientes varan en un solo
dgito.
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1110
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10
Figura 2: Hiperubos de dimensiones 1, 2 y 3
Las propiedades fundamentales de los ubos n  dimensionales son:
El numero de verties de Q
n
es 2
n
.
El numero de ejes de Q
n
es n2
n 1
.
Q
n
es un grafo regular de grado n.
Q
n
es un grafo bipartito.
Q
n
es un grafo hamiltoniano on iruito para n2.
El diametro de Q
n
es n.
Q
n
es un grafo onetado.
Anho de biseion es 2
k 1
[3℄.
Las propiedades de los hiperubos los onvierten en una buena opion para onsti-
tuirse en la arquitetura preferida de las maquinas paralelas de nes generales:
1. El heho de que Q
n
pueda ser denido reursivamente omo el produto, Q
n
=
Q
n 1
K
2
, sugiere que un hiperubo puede utilizar la estrategia dividir-y-vener.
Ciertos algoritmos, tales omo el Bitoni Sort (Ordenaion) y el FFT (Transfor-
mada Rapida de Fourier) se pueden poner en ejeuion eientemente en una red
hiperubo, en la ual los proesadores se omunian solo entre pares de adyaentes.
2. El heho de que Q
n
sea homogeneo (dado ualquier par de nodos p y q, existe un
automorsmo  de Q
n
para el ual  (p) = q) permite que los algoritmos sean
esritos de tal manera que, si se asume que un ierto nodo tiene un rol asignado,
el ubo puede ser despues rotado de modo que ualquier otro nodo deseado asuma
ese papel.
3. El heho de que Q
n
tenga diametro n, relativamente peque~no para el numero de
nodos que posee, implia que ningun mensaje entre dos proesadores arbitrarios
neesite reorrer mas de n puentes de omuniaion (proesadores intermedios).
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4. La difusion (un nodo enva la misma informaion a todos los demas), que es una
operaion ruial, puede ser implementada en n pasos, a traves de la omuniaion
paralela onoida omo \doblando reursivamente".
5. El heho de que Q
n
sea n-onetado sugiere que la red tenga un alto grado de
tolerania a fallas.
Un aspeto importante del uso eiente de un sistema hiperubo para resolver un
problema dado, es que la asignaion de subtareas a los distintos proesadores supone
ostos de omuniaion bajos. Las subtareas y sus requisitos de interomuniaion se
pueden modelar por un grafo y la asignaion de estas a los proesadores son vistos omo
una inmersion del grafo de las tareas en el grafo de la red hiperubo.
3. Inmersion estrita en grafos
Deniion 4. Una inmersion (estrita) de un grafo G = (V;E) en un grafo
G
0
= (V
0
; E
0
), es una apliaion  : G  G' que onsiste en dos apliaiones:

V
: V
G
! V
G
0
, inyetiva, (si u 2 V
G
, entones 
V
(u) 2 V
G
0
) y

E
: E
G
! E
G
0
, que hae orresponder a ada eje (u; v) 2 E
G
un eje (
V
(u);
V
(v))
2 E
G
0
.
Deniion 5. Un grafo G se llama ubio, si para algun n, existe una inmersion de G
en Q
n
y la dimension ubia de G, denotada por d(G), es el menor entero positivo n
para el ual G se puede sumergir en Q
n
.
Los investigadores I. Havel y J. Moravek (itados en [2℄) han demostrado que un
grafo G onetado es inmersible en Q
n
si y solo si es posible etiquetar todos los ejes de
G on un entero i 2 a f1; 2; :::; ng de tal manera que umplan las siguientes ondiiones:
i) Los ejes inidentes en un nodo tienen etiquetas diferentes.
ii) Para todo amino no lio enG, existe una etiqueta i que pertenee a f1; 2; :::; ng,
que aparee en el amino un numero impar de vees.
iii) Para todo amino lio de G, ninguna etiqueta i que pertenee a f1; 2; :::::; ng
aparee en el amino un numero impar de vees.
Sobre esta base se demuestra, por ejemplo, que el grafoK
1;m
(llamado grafo estrella)
de m+1 nodos es ubio y d(K
1;m
) = m, por tanto K
1;m
es sumergible en Q
m
. En la
gura 3 se ve un grafo K
1;4
inmerso en un Q
4
.
4. Estrategia de inmersion estrita
A ontinuaion, se presenta la estrategia propuesta para una inmersion espea de
un arbol binario ompleto de altura n (CBT
n
) en un ubo (n+2) dimensional Q
n+2
.
En primer lugar se debe determinar que el arbol CBT
n
es inmersible en el ubo
(n+ 2)  dimensional Q
n+2;;
, en base a las bases expliadas en el apartado anterior:
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Q 4
K 1,4
1
4 3
2
Figura 3: El grafo K
1;4
es inmersible en Q
4
1
Æ
Asignar etiquetas a los ejes de CBT
n
de forma tal que umplan las ondiiones
enuniadas en la seion 3, para determinar la existenia del k mnimo que india
la dimension del ubo k   dimensional Q
k
, en el que se va a sumergir el arbol.
En segundo lugar hay que ver omo puede sumergirse el arbol en el hiperubo:
2
Æ
Asignar etiquetas a los ejes del ubo (n+ 2) dimensional Q
n+2
, y
3
Æ
Construir la funion de inmersion .
La gura 4 muestra que el arbol binario ompleto de nivel 2, CBT
2
es inmersible en
el ubo 4  dimensional Q
4
, esto es CBT
2
es ubio y d(CBT
2
) = 4, ya que no podra
sumergirse en el hiperubo de dimension 3.
Algoritmo de inmersion estrita
Dados el grafo CBT
n
y el ubo (n+ 2)  dimensional Q
n+2
;
1
Æ
Etiquetar los ejes del arbol CBT
n
.
Sea v la raz de un subarbol ualquiera de CBT
n
en el nivel m, (0  m  n) y
sean l(v) y r(v) los hijos izquierdo y dereho de la raz v. Etiquetar, los ejes que
onetan v on sus hijos:
Etiq (v,r(v)) = n m+ 2 y Etiq (v; l(v))= n m.
El etiquetado del arbol CBT
n
umple on las ondiiones enuniadas en la seion
3. Esta aseveraion se demuestra por induion a partir de k = 1.
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2
2 3
1
3 4
Q 4
CBT 2
Figura 4: El arbol CBT
2
es inmersible en Q
4
1 3
Figura 5:

Arbol CBT
1
etiquetado
Prueba
Supongase ierto para un arbol CBT
k
, on k = m 1. Un arbol CBT
k
on k = m,
es onstituido por dos subarboles CBT
k 1
, uyas raes seran los hijos izquierdo
(l(v)) y dereho (r(v)) de un nuevo vertie v, onetados por dos ejes que deberan
ser etiquetados.
v
1(v) r(v)
Figura 6:

Arbol CBT
n
enraizado en el vertie v.
Sean los ejes etiquetados omo: (v; r(v)) = n 0+2 = n+2 y (v; l(v)) = n 0 = n:
El subarbol uya raz es r(v), umple on las ondiiones de la seion 3 (por
hipotesis de induion), y la etiqueta de (v; r(v)) = n + 2 es un valor nuevo que
no se repite en todo el arbol, por lo que, ualquier amino nuevo (que ontenga a
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este eje), umple todava las ondiiones estipuladas.
Ahora bien, el eje (v; l(v)) = n podra ontradeir a las ondiiones requeridas;
sin embargo este valor, por el algoritmo de etiquetado, se presenta en el nivel 2 un
numero par de vees, ya que el arbol es binario ompleto, on lo que se garantiza
el umplimiento de las ondiiones menionadas.
4 6
3
2
1 3
4
1 3
5
2 4
1 3 1 3 1 3
2 4
3 5
4
2
31311 3
Figura 7:

Arbol CBT
4
etiquetado.
2
Æ
Etiquetar los ejes del Q
n+2
.
Para etiquetar los ejes de Q
n+2
, ada nodo debe ser representado por una adena
de (n + 2) bits, de manera que el eje inidente a 2 nodos pueda ser enumerado
(etiquetado) por la posiion en que dieren las respetivas adenas, lo que ondue
a que los ejes inidentes a un nodo se etiqueten desde 1; 2; 3; :::; n+ 2.
3
Æ
Construir la funion de inmersion
Para onstruir la funion de inmersion, los nodos de Q
n+2
, son representados omo
una adena de (n+ 2) bits. Sea el reorrido del arbol CBT
n
en pre  orden.
La imagen de la raz puede ser asignada a ualquier nodo del ubo Q
n+2
.
Para determinar la imagen del vertie v a ser visitado, se debe:
i) Identiar la imagen de su padre (que ya fue determinado), es deir, g(v) = q
i
que pertenee a Q
n+2
.
ii) Identiar la etiqueta de v on su padre, e(v).
iii) Identiar q
j
, nodo adyaente a q
i
, que diere de los bits de este, en la
posiion e(v) (diho nodo es unio por las propiedades de Q
n+2
).
1
2
3 1
2
3
3 3
2
000
100
110
111
011
001
101
010
11
2
Figura 8: Etiquetado de Q
3
.
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1
2
3 3 4 3
2
4 5
2
1
1
3 5
Figura 9: CBT
3
inmerso en Q
5
.
iv) g(v) = q
j
.
5. Conlusiones
1. El algoritmo de inmersion estrita desarrollado, sumerge un arbol binario om-
pleto en un hiperubo, ya que umple las ondiiones que Livinstone y Sout
demostraron suientes. Esto permite traduir los algoritmos reados para la ar-
quitetura de arbol binario ompleto a algoritmos que funionen sobre topologa
de hiperubo.
2. El heho de que algunos miembros de varias lases importantes de grafos pue-
dan verse omo subgrafos de Q
n
sugiere que los hiperubos pueden omportarse
omo esas lases ellos sin un aumento onsiderable de reursos, si los algoritmos
dise~nados para esta arquitetura se pueden adaptar failmente al hiperubo.
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